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1 Einfiihrung

In mehreren Beitrigen hat Michael Bitz! in die vor allem in der deutschsprachigen Literatur stattge-
habten Diskussion? um die Frage, ob das Bernoulli— oder Erwartungsnutzenprinzip Risikoaversion oder
Hohenpriferenz widerspiegele, klarend eingegriffen. Die Diskussion war und ist deshalb von Bedeutung,
weil dieses Prinzip in der Entscheidungstheorie eine ungebrochen zentrale Stellung als das dominante Pa-
radigma zur Analyse 6konomischen Entscheidungsverhaltens bei Unsicherheit bzw. Risiko einnimmt. Im
Streit steht hierbei die Auffassung von Kardinalitét (der Nutzenfunktion), die von der ,Hohenpréferenz-
Fraktion” absolut, von der ,Risikoaversions-Fraktion” als durch Bezug auf weitere empirisch bedingte
Anforderungen an die Messvorschrift relativiert gesehen wird. Obwohl Verf. dieses Beitrages dazu eine
dezidierte Einstellung hat,® soll diese Diskussion hier keine weitere Rolle spielen, vielmehr soll ein an-
derer Standpunkt eingenommen werden. Das Bernoulli-Prinzip ist, wissenschaftstheoretisch gesehen der
Versuch einer ,rationalen Rekonstruktion”* des vorwissenschaftlichen Konzeptes eines verniinftigen Ent-
scheidungsverhaltens in Risikosituationen. Dabei werden einige im Prinzip beobachtbare (und eine Reihe
von nicht beobachtbaren) Eigenschaften von Verhalten (néimlich elementare Wahlhandlungen) zusam-
men gestellt, die man verniinftiger Weise als ,rational” einschiitzen sollte.® Implizit ergibt sich daraus
die ,,Existenz” einer Nutzenfunktion, deren Kardinalitit im Kern den Streitpunkt der genannten Dis-
kussion darstellt, da FEigenschaften dieser Funktion je nach Standpunkt als sinkender Grenznutzen einer
»Hohenpréferenz” oder als ,Risikoaversion” interpretiert werden. Die bei der Grundlegung des Prinzips
einbezogenen Wahlhandlungen finden auf einer sehr elementaren Ebene statt; der vorliegende Beitrag
versucht sich an einer Betrachtung auf einer héheren Ebene der Charakterisierung von Entscheidungsver-
halten, indem er unmittelbar auf die (ausdriicklich als vorwissenschftlich aufgefassten) Konzepte der Ri-
sikoaversion und des Risikos abstellt und dabei eine Rekonstruktion im Rahmen des Bernoulli-Prinzips®
untersucht. Dabei wird deutlich werden, dass in der Tat beide Konzepte nur simultan, d.h. aufeinan-
der bezogen, konkretisiert werden konnen. Als Ausgangspunkt dienen einige typische 6konomische Ent-
scheidungssituationen, von denen man eine gewisse vorwissenschaftliche Einschédtzung hat, wie sich ein
plausibles Verhalten in ihnen darstellen sollte.

Vor allem fiir Versicherungs—, Kapitalanlage— und Kapitalmarktprobleme, aber auch zur Performance—
Messung, zur Untersuchung von Steuerwirkungen auf Investitionsentscheidungen und von Risikoanreiz-
problemen in der Prinzipal-Agent—Theorie wird das Erwartungsnutzenprinzip mit der zusétzlichen Unter-
stellung eines dem Risiko typischerweise abgeneigten Verhaltens (,,Risikoaversion”) herangezogen. Dabei
wird oft der Grad der Risikoabneigung in Zusammenhang mit einem bestimmten Entscheidungsverhal-
ten gebracht und damit zu seiner Erkldrung verwendet. So wird die Hohe der Versicherungsprémie, die
jemand zur Beseitigung eines Risikos zu zahlen bereit ist, durch den Grad seiner Risikoaversion erklért;

Vgl. dazu Brrz unD RocuscH (1976), Bitz (1984), Brrz (1998), Brrz (1999).

20hne Anspruch auf Vollstindigkeit seien hier neben den Arbeiten von Michael Bitz (Bitz UND RoGUSCH (1976), Birz
(1984), Birz (1998)) nur die folgenden Beitrige erwdhnt: KRELLE (1976), JacoB (1976), WILHELM (1977), JACOB UND
LEBER (1978), ALBRECHT (1982), ALBRECHT (1984) SCHILDBACH UND EWERT (1983), VETSCHERA (1984), WILHELM (1985),
WILHELM (1986), SCHILDBACH (1989), BRACHINGER (1991), KURSTEN (1992a), KURSTEN (1992b), ScHOTT (1993), DYCKHOFF
(1993), KRUSE (1997), SCHILDBACH (1999).

3Vgl. WiLHELM (1986); diese Auffassung steht der von MICHAEL BITZ sehr nahe.

4STEGMULLER (1983) und STEGMULLER (1973)

5Die wohl erste axiomatische Rekonstruktion stammt bekanntlich von VON NEUMANN UND MORGENSTERN (1947), wes-
halb die ,,Bernoulli”-Nutzenfunktion auch h#ufig als ,,von Neumann-Morgenstern”-Nutzenfunktion bezeichnet wird, ein
Sprachgebrauch, dem wir uns anschliefSlen wollen.

6Wir werfen sozusagen einen Blick ins ,Innere” des Bernoulli-Prinzips.



ebenso der Anteil von riskanten Investitionen am gesamten Investitionsbudget; schliefilich wird die Ri-
sikopriimie, die der Markt zur Kompensation des mit einem Wertpapier verbundenen Risikos” verlangt,
als Reflex der durchschnittlichen Risikoaversion der Marktteilnehmer verstanden. Um diese Ansétze auf
eine gemeinsame theoretische Grundlage stellen zu konnen, sind drei miteinander verkniipfte Fragen zu
beantworten:

— Welche Bedingungen sind es, die risikoaverses Entscheidungsverhalten charakterisieren?

— Ist ein befriedigendes Maf3 fiir Risikoaversion konstruierbar, das diese Eigenschaft (zumindest ordi-
nal) misst?

— Wann sind die Konsequenzen einer Entscheidung riskanter als die einer anderen Entscheidung?

Wiéhrend es auf der Hand liegt, dass die Losungen der beiden ersten Fragen notwendige Bestand-
teile einer befriedigenden Theorie der angedeuteten Art darstellen, bedarf die dritte Frage einer kurzen
Erlauterung: Wenn man den Versicherungsfall vor Augen hat, so ist eigentlich die Moglichkeit, sich von
Risiko ganz befreien zu konnen, eher die Ausnahme; realistischer ist vielmehr die Fragestellung, welche
Prédmie man zu zahlen bereit ist, um das Risiko in bestimmter Weise zu reduzieren, d.h. von einer ris-
kanteren zu einer weniger riskanten Situation iiberwechseln zu kénnen: Um dieses Problem {iberhaupt
prézise stellen zu konnen, ist ein ordinaler Begriff von Risiko erforderlich, man muss ,,mehr Risiko” von
,weniger Risiko” scheiden kénnen.

Die drei Fragen kénnen nicht unabhéngig voneinander addquat beantwortet werden, da fiir jede von
ihnen vorwissenschaftliche Vorverstdndnisse bestehen und bestimmte Beziehungen zwischen ihnen als
intuitiv gesichert gelten, z. B.: Das Risiko im gleichen Ausmaf zu reduzieren, sollte jemandem mit hoherer
Risikoaversion mehr wert sein als jemandem mit geringerer Risikoaversion. Dieses Beispiel zeigt, dass es fiir
eine Theorie mit der Ambition, die drei Fragen zu beantworten, vorwissenschaftlich bestimmte Priifsteine
gibt. Damit erhélt die Fragestellung fast die Qualitét einer rationalen Rekonstruktion von Begriffen, wobei
sich teilweise die Rechtfertigung der Begriffsbildung aus einem theoretischen Zusammenhang zwischen
diesen Begriffen herleitet, der vorwissenschaftlichen Intuitionen Gentige tut.

Im Folgenden soll der Stand der theoretischen Diskussion in wesentlichen Ziigen in eine geschlossene
Darstellung gebracht werden. Dabei werden zunéchst in Abschnitt 2 einige formale und materielle Vor-
aussetzungen geklart: Neben einer Festlegung, was unter einem reinen Risiko, dem man bei Risikaversion
abgeneigt gegeniiber stehe, zu verstehen sei, wird das Bernoulli- bzw. Erwartungsnutzenprinzip kurz dar-
gestellt Erginzend werden Verteilungsfunktionen und Erwartungsstrukturen® als eine neben dem Kon-
zept der Zufallsvariablen stehende Charakterisierung von riskanten Wahlobjekten eingefithrt. Abschnitt
3 ist der Theorie gewidmet, wie sie von PRATT und ARROW entwickelt wurde und noch heute weite
Teile der 6konomischen Literatur préagt. Diese Theorie hat zwei Méngel: Das von PRATT und ARROW
unabhéngig voneinander vorgeschlagene Maf fiir (absolute bzw. relative) Risikoaversion determiniert
das Entscheidungsverhalten vollsténdig (d.h. neben der Risikoaversion kann die Nutzenfunktion keine
weiteren Aspekte zusétzlich und unabhingig davon abbilden). Wenn man fiir das ARROW/PRATT-Maf}
am Begriff der Risikoaversion festhélt, kommt man diesem Problem im Rahmen des Bernoulli-Prinzips
grundsétzlich nicht aus. Dieser Aspekt soll im Folgenden zwar dokumentiert, aber nicht weiter analy-
siert werden. Ein zweiter Mangel des ARROW/PRATT-Konzeptes als ,Mafl” fiir Risikoaversion besteht
in Folgendem: In den Fillen, in denen nicht einfach die Wahl zwischen ,sicher” und ,riskant”, sondern
zwischen ,riskanter” und , weniger riskant” zu treffen ist, sind seine Voraussagen nicht immer mit intuiti-
vem Vorverstidndnis zu vereinbaren. Diese Zusammenhénge werden durch die Darlegungen im Abschnitt
3 ebenfalls deutlich werden. Abschnitt 4 stellt auf den Zusammenhang zwischen Messung des Risikos
und Messung der Risikoaversion in neueren Ansétzen ab. Die zu diskutierenden neueren Ansétze kniipfen
an der Beobachtung an, dass auch nach Abschluss von Versicherungen die resultierende Gesamtposition
gewohnlich nicht vollstindig risikofrei ist. KIHLSTROM ET AL. (1981) und Ross (1981) haben die Versiche-
rungsbereitschaft bei Vorliegen von Restrisiken in Form eines stochastischen Basisvermogens untersucht.
PRATT UND ZECKHAUSER (1987) gehen einer dhnlichen Fragestellung nach. Diese Ansiitze sollen refe-
riert und unter dem Aspekt diskutiert werden, welcher konzeptionelle Zusammenhang zwischen , mehr
Risiko” und ,,mehr Risikoaversion” hergestellt werden kann. Abschnitt 5 widmet sich der Frage nach der

"Den Einfluss von Risikoscheu auf den Kreditvergabeprozess von Banken hat BiTz (1988) untersucht.
8Die Erwartungsstruktur wird hier im Sinne der bestandsékonomischen Darstellung von WOLFGANG STUTZEL verstanden.
Vgl. KRUMMEL (1966) und BTz ET AL. (2001).



Adéquatheit und den wechselseitigen Beziehungen der vorgeschlagenen Messmethoden fiir groBeres (oder
kleineres) Risiko. Abschnitt 6 bietet eine thesenartige Zusammenfassung.

2 Grundlegende Begriffe, Annahmen und Bezeichnungen

2.1 Formulierung auf der Basis von Zufallsvariablen

Im vorwissenschaftlichen Verstédndnis gehort zu Risikoabneigung als Eigenschaft von Entscheidungsverhal-
ten zweifellos, dass ein risikoaverser Entscheider von ansonsten vergleichbaren Aktionen diejenige wihlt,
die mit dem geringeren Risiko verbunden ist. Die Prézisierung dieser Vorstellung erfordert zweierlei: Sie
erfordert zum einen zu klidren, wann zwei Aktionen ,ansonsten”, d.h. doch wohl: vom Risiko abgesehen,
vergleichbar sind. Zum anderen aber verlangt eine solche Prézisierung darzulegen, wann eine Aktion mit
hoherem Risiko als eine andere verbunden ist. Durch Zuriicknahme des Anspruchsniveaus ldsst sich die
zweite Frage fiir Sonderfille einfach beantworten: Eine Aktion mit sicherem Ergebnis ist weniger riskant
als eine solche mit unsicherem Ergebnis.Wenn man sich zunéchst mit diesem Niveau zufrieden gibt, bleibt
die Frage nach der ,ansonsten” gegebenen Vergleichbarkeit. Um sich ihr zu ndhern und um die weiteren
Ausfiihrungen vorzubereiten, sind einige Festlegungen erforderlich.

Wir legen Entscheider zu Grunde, die ihre Entscheidung nur an den durch die gewéhlte Alternative er-
zielbaren Nettovermogenspositionen orientieren. Die Messprobleme, die mit dieser Vorstellung verbunden
sind, werden hier keineswegs geleugnet, sind aber nicht charakteristisch fiir Entscheidungen bei Unsi-
cherheit. Konsequent betrachtet, kann Netto- Gesamtvermdgensposition nicht negativ werden, eventuell
gegebene Fehlbesténde (offene rechtliche Schuldenpositionen) bleiben entweder offen (d.h. ohne Konse-
quenzen fiir den Entscheider) oder werden durch zukiinftige Arrangements ausgeglichen; diese zukiinftigen
Arrangements sind daher folgerichtig mit ihren wertméfigen Konsequenzen in die Entscheidung einzube-
ziehen, woraus sich die angesprochene Folgerung ergibt.® Der Zielerfolg der Entscheidung kann daher stets
als nicht-negative reelle Zahl gemessen werden'?, das Ergebnis einer Aktion ist also eine nicht-negative
reelle Zufallsvariable!!, wo erforderlich, bezeichnen wir sie mit GroBbuchstaben X,Y,Z etc. Dass das
Ergebnis X einer Aktion sicher ist, kann mit Hilfe des Erwartungswertes'? E(X) durch Angabe der Be-
dingung X = E(X) fixiert werden. Das Ergebnis Y einer Aktion ist somit mit Risiko verbunden, wenn
Y # E(Y) gilt!3.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wann ein sicheres Ergebnis X = E(X) und ein unsicheres Ergebnis
Y # E(Y) ,ansonsten”, also vom Risiko abstrahierend, vergleichbar genannt werden sollen. Dazu un-
terstellen wir zunéchst, dass es zu jeder Zufallsvariable Y eine sichere Grofie n(Y) gibt, die, vom Risiko
abgesehen, als mit Y vergleichbar eingeschitzt wird. Beziiglich  fordern wir nun'4

Abstraktion vom Risiko '°Die Zuordnung 1 : Y +— n(Y) abstrahiert vom Risiko, wenn folgende

9Es gilt der rémisch-rechtliche Grundsatz des ultra posse nemo obligatur.

10Fragen, die sich aus mehrattributiver Ergebnismessung (also auch intertemporal differenzierter Ergebnisse) ergeben,
wollen wir hier ausklammern, obwohl zu diesen Fragen, insbesondere zu Fragen der Konzeption von Risikoaversion in
diesem Kontext, in der wissenschaftlichen Literatur eine aktuelle Diskussion zu beobachten ist: Vgl. etwa DORFLEITNER
UND KRAPP (2007).

UFir alle fraglichen Zufallsvariablen legen wir einen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit dem Stich-
probenraum 2, der o—Algebra F der Informationen iiber den Stichprobenraum und dem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P zu
Grunde. Jede Zufallsvariable X hat dann eine Verteilungsfunktion, die wir mit Fx (2) = P{w € Q| X (w) < z} bezeichnen;
diese Funktion ist monoton steigend und von rechts stetig; die Gegenwahrscheinlichkeit F} (z) = P{w € Q| X (w) > 2} =
1 — Fx (2) ist entsprechend monoton fallend und von links stetig. In vielen Féllen ist allein die Verteilungsfunktion, nicht
die Zufallsvariable selbst von Bedeutung. Die Verteilungsfunktion erzeugt iibrigens ihrerseits ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf den reellen Zahlen.

12Wir nehmen hier und im Folgenden an, dass alle in Frage kommenden (Funktionen von) Zufallsvariablen unter dem
betrachteten Wahrscheinlichkeitsmafl intregierbar sind, d.h. vor allem einen Erwartungswert oder auch die sonst angespro-
chenen Momente besitzen.

13(Un-)Gleichungen zwischen Zufallsvariablen sind im Folgenden stets als , fast sicher® zu verstehen, d. h. als mit Wahr-
scheinlichkeit eins erfiillt.

14Wir haben zwar in FuBnote 10 multiattributive Ergebnismessung ausgeklammert, sehen uns aber an dieser Stelle
veranlasst, eine Bemerkung einzufiigen, die sich auf diesen Fall in Zusammenhang mit einer existierenden Hohenpréferenz
bezieht: Existiert eine Hohenpriferenz auf der Ergebnismenge, so kann man die zu beurteilenden Zufallsvariablen auch als
die Realisationen der Prdferenzwerte (statt eines multiattributiven Ergebnisses direkt bzw. der Netto-Vermogenspositionen)
auffassen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die formal gleichen Anforderungen (i) bis (iii) inhaltlich ganz anders zu
interpretieren wéren.

15GewissermaBen genau die umgekehrt Vorgehensweise findet sich in der neueren Diskussion um sogenannte kohérente
Risikomafe, bei der bestimmte Anforderungen an ein anzulegendes Maf fiir (aufsichtsrechtlich relevante) Verlustrisi-



Bedingungen erfiillt sind

Wenn Z > Y ist, soll n(Z) > n(Y) sein. (1)
Wenn W = aZ + 8Y ist, soll n(W) = an(Z) + Bn(Y) sein. (ii)
Wenn X sicher ist (d. h.X = E(X)), soll n(X) = X sein. (iii)

Einer eingehenderen Erlduterung bedarf wohl nur Anforderung (ii), denn (i) heiit lediglich, dass eine
unter allen Umsténden dominante Aktion auch dominant bleiben sollte, wenn man vom Risiko absieht,
wihrend (iil) vollkommen trivial erscheint. Die kritische Anforderung ist (ii). Hier wird verlangt, dass
beim Zusammenfiigen zweier riskanter Ergebnisse Z und Y zum Ergebnis W der vergleichbare sichere
Betrag n(WW) aus den betreffenden vergleichbaren sicheren Betrigen 7(Z) und n(Y") in entsprechender
Weise zusammengefasst wird. Diese Anforderung ist nicht ohne Riickgriff auf ein gewisses Vorverstdndnis
zu rechtfertigen: Das Zusammenfiigen riskanter Positionen hat bekanntlich spezifische Risikoeffekte wie
Diversifikation oder Hedging. (ii) fordert folgerichtig, dass dieser Art risikobezogene Effekte unbeachtlich
bleiben miissen, wenn man vom Risiko abstrahiert. Wem dieses Argument nicht ausreicht, muss auf die
generelle Aussage verwiesen werden, dass sich letztlich der gesamte Annahmenkatalog erst durch die
Fruchtbarkeit der Theorie, in der er Verwendung findet, rechtfertigen kann.

Nach einem grundlegenden Satz der Wahrscheinlichkeitstheorie'® impliziert der Annahmenkatalog (i)
... (iii), dass n mit dem Erwartungswertoperators E identisch ist; d. h.: Y ist genau mit dem Erwartungs-
wert E(Y") als sicherem Ergebnis vergleichbar, wenn man vom Risiko absieht. Dem entsprechend fiihren
wir folgende Redeweise ein:

Definition 1 Das reine Risiko einer Zufallsvariablen Y wird durch Y — E (Y') definiert.
Dann kann das Vorliegen (globaler) Risikoaversion jetzt wie folgt definiert werden:'”

Definition 2 Ein Entscheider ist (global) risikoavers, wenn er jeder Aktion, die zu dem FErgebnis
Y £ E(Y) fihrt, jede Aktion die zu dem Ergebnis X = E(Y) = E(X) fihrt, vorzieht.

Bei Vorliegen von Risikoaversion werden reine Risiken stets als schlechter eingeschitzt als das sichere
Ergebnis 0.
Entsprechend kann lokale Risikoaversion definiert werden:

Definition 3 Ein Entscheider ist (lokal) risikoavers in xy € Ry, wenn es eine e-Umgebung U.(xg) D
{zx e Ry|xg — e <x <o+ €} gibt, so dass er jeder Aktion mit dem Ergebnis Y # E(Y) jede Aktion mit
dem Ergebnis X = E(Y) = E(X) € Uc(xo) vorzieht, solange alle Realisationen von'Y in Uc(xg) liegen.

Die folgende Aussage ist trivial. Ein Entscheider, der global risikoavers ist, ist in jedem Punkt 2o € Ry
lokal risikoavers. Fiir eine Umkehrung des Satzes benttigt man mehr Struktur. Bisher sind an das Ent-
scheidungsverhalten des betrachteten Entscheiders noch keine strukturellen Anforderungen gestellt wor-
den. Fiir das Folgende wird nun unterstellt, die Voraussetzungen seien erfiillt, unter denen das Entschei-
dungsverhalten durch das Erwartungsnutzenprinzip repréasentiert werden kann.

Definition 4 Fin Entscheider entscheidet nach dem Erwartungsnutzenprinzip, wenn es eine auf
Ry definierte und (streng) monoton steigende reelle Funktion u gibt, so dass Y genau dann Z wvor-
gezogen wird, wenn E(u(Y)) > E(u(Z)) gilt. Die Funktion u heifit (von Neumann—Morgenstern—
)Nutzenfunktion. Die Nutzenfunktion u ist durch das Entscheidungsverhalten bis auf positive, affin—
lineare Transformationen eindeutig bestimmt, d.h. die Verwendung der Funktion v = ciu + ¢y anstelle
von u reprasentiert dasselbe Entscheidungsverhalten wie u, wobei ¢1 > 0 und cg beliebig variiert werden
diirfen. Wenn ein Entscheider nach dem Erwartungsnutzenprinzip entscheidet, wollen wir von einem
E—-N-Entscheider sprechen.

ken gerichtet werden; zur Literatur vgl. unten Fufinote 52. Im Unterschied zu unserer Herangehensweise, die stets eine
Vermogensgesamtposition zu Grunde legt, versuchen kohédrente Risikomafle Risikomessung fiir Vermogenseinzelpoisitonen
vorzunehmen.

16Vgl. NEVEU (1969), S. 57. Eine weitere Voraussetzung ist hier zu nennen, die im Text zur Vereinfachung unterdriickt
wurde: (iv) Ist Y7, Ya,... eine Folge von Zufallsvariablen mit Y7 > Y2 > ..., die gegen null konvergiert, dann konvergiert
1n(Y1),n(Y2),... gegen null. Diese Voraussetzung (eine Art Stetigkeitsannahme) ist nur fiir den Fall eines unendlichen
Stichprobenraumes erforderlich.

"Der multiattributive Fall kann hier sogar einbezogen werden, wenn man die einzelnen Attribute so messen kann, dass
Erwartungswerte einen Sinn haben.



Auf der Grundlage dieser Definition kénnen einige grundlegenden Sitze formuliert und bewiesen'®

werden:

Proposition 1 Ein E-N-Entscheider ist im Punkt xo € Ry lokal risikoavers genau dann, wenn die
Nutzenfunktion u in einer e-Umgebung U.(zo) von xg konkav ist.

Proposition 2 FEin E-N-Entscheider ist global risikoavers genau dann, wenn die Nutzenfunktion u auf
ganz Ry konkav ist.

Unter gewissen Voraussetzungen kann man von der lokalen Risikoaversion auf die globale schlielen:

Proposition 3 Ist ein E-N-Entscheider tiberall lokal risikoavers und ist die Nutzenfunktion u auf jedem
endlichen Intervall beschrinkt, dann ist der E-N-FEntscheider global risikoavers und seine Nutzenfunktion
15t stetig.

Bemerkung 1 Die Voraussetzung iber die Beschrinktheit der Nutzenfunktion im Sinne von Proposition
3 ist schon erfillt, wenn u auf ganz Ry definiert ist.

Unter Bedingungen der Differenzierbarkeit lisst sich die Konkavitdt der Nutzenfunktion und damit
die Risikoaversion entsprechend dem nachfolgenden Lemma charakterisieren; diese Charakterisierung ist
fiir die Theorie der Risikoaversion besonders wichtig.”

Lemma 1 FEine auf dem Intervall J definierte Funktion f, die zweimal stetig differenzierbar ist, ist
konkav genau dann, wenn f"” <0 auf J gilt.

Fiir das Nachfolgende gehen wir stets von einem risikoaversen E-N—Entscheider mit zweimal stetig
differenzierbarer Nutzenfunktion u aus, die auf ganz R definiert ist. Es gilt also:

v >0 und u” <0 auf R, .

Damit ist der Ausgangspunkt fiir die ARROW—PRATT-Theorie der Risikoaversion erreicht; bevor wir
uns aber dieser Theorie zuwenden, ist noch ein kurzer Exkurs angebracht: Die in diesem Unterabschnitt
entwickelten Konzepte und getroffenen Feststellungen basieren auf dem Konzept der Zufallsvariablen. Es
ist aber moglich - und das ist in der Entscheidungstheorie auch der verbreitetere Zugang - die Aussa-
gen in der Sprache der Verteilungsfunktionen zu formulieren, mit den Verteilungsfunktionen hingen die
Erwartungsstrukturen eng zusammen.

2.2 Formulierung auf der Basis von Verteilungsfunktionen und Erwartungs-
strukturen

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X definiert man bekanntlich durch
Fx (z2) =P{X < z};

diese reelle Funktion ist monoton steigend und von rechts stetig. Die Gegenwahrscheinlichkeit bezeichnen
wir mit F% (z) = 1 — Fx (z); sie ist monoton fallend und von links stetig. Die Erwartungsstruktur der
bestandsékonomischen Darstellung?® der Zufallsvariablen X wird wie folgt eingefiihrt:

S(X,p)=sup{z€R| Fx(z2) >p—-P{X =z}}. (1)

Im Fall einer stetigen Verteilungsfunktion (P {X = z} = 0) gilt daher S (X,p) = (F)*()_1 (p); die Erwar-
tungsstruktur ist monoton fallend und von links stetig.

Mit Hilfe von Gegenwahrscheinlichkeit und Erwartungsstruktur lassen sich die Groflenverhéltnisse der
Erwartungs-Nutzen zweier Zufallsvariablen plastisch darstellen: Es gilt

18Von Sonderfiillen abgesehen, verzichten wir hier (auch aus Platzgriinden) auf die Beweisfithrung.

9Der multiattributive Fall erfordert hier, dass die Matrix der gemischten partiellen Ableitungen nach den Attributen
negativ definit ist.

20In ,natiirlicher Sprache”: Die Erwartungsstruktur beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen Wahrschein-
lichkeit und jener wertméfigen Hohe des Vermogens, das mit der betreffenden Wahrscheinlichkeit mindestens vorhanden
sein wird.



Proposition 4
E(u(X))>E@u(Y)) < /OOO u' (z) - (Fx (x) = Fy (2)) - do >0 (2)

und

1 1
E(u(X)>Eu(Y)) < /0 U(S(X7p))~dp>/0 u (S (Y,p))-dp (3)

Damit sind wir vorbereitet, die Problemstellung zu bearbeiten.?!

3 Die klassische Arrow—Pratt—Theorie der Risikoaversion

3.1 Das Risikoaversionsmafl

Definition 5 (Absolute Risikoaversion) Als Maf fiir die (absolute) Risikoaversion schlagen AR-
ROW?2 und PRATT?® die Grofle

Ry(x) = — = —log (u' (2))'

vor.

Risikoaverse E-N-Entscheider haben eine (eindeutig bestimmte) positive (absolute) Risikoaversion.
Aus Griinden, die unten deutlich werden, definieren wir bereits hier in Verallgemeinerung dieses Konzeptes
wie folgt:

Definition 6 (Bilokale Risikoaversion) Als bilokale (absolute) Risikoaversion der Nutzenfunk-
tion u bezeichnen wir**
u (l‘)

R, (z,z) =— 72

Wir kiirzen R, (z) = Ry, (z.x) ab, wenn die beiden Argumente iibereinstimmen, also die herkémmliche
Risikoaversion angesprochen wird, von der vorderhand zu reden ist.

Aus der Definition lassen sich einige interessante Schlussfolgerungen fiir die zugehérigen Nutzenfunk-
tionen ziehen. Zur Vorbereitung geben wir folgendes Lemma an:

Lemma 2 Sei R eine auf ganz Ry definierte (stetige oder zumindest integrierbare) Funktion, so dass

pplz,e) = / R(&)d¢ fir alle x € Ry und ein € > 0 definiert ist. Dann besitzt die Differentialgleichung
€

_f// _ f/ . R
fiir gegebenes € > 0 genau die folgenden Lisungen:

x

f@)=cotor- / exp{—pn(6.)}dE (covc1 €R).

€

Korollar (zu Lemma 2) Die zur Risikoaversion R,, gehirende Nutzenfunktion u ist durch

x

w(z) = co+ e - / exp{—pn, (€, 2)}d¢

€

21Die folgenden Ausfiihrungen paraphrasieren weitgehend Stoff, der heute zum Lehrbuchwissen in der Entscheiungstheorie
gehort, daher wird auf einzelne Literaturverweise weitgehend und auf Beweise vielfach verzichtet; vgl. zum Lehrbuchstand
BiTz (1981) und BAMBERG UND COENENBERG (2006).

22 ARROW (1976); diese Quelle ist am besten zuginglich, das darin enthaltene Material ist &lter: vgl. dazu PRATT (1964),
wo dieses dltere Material bereits diskutiert wird.

23PRATT (1964).

24Es gilt Ry (z,2) = Ry (z,z) - u' (@)

u’(2)

u”(m)
w7 (z)

- Ry (z,2).



gegeben, wobei ¢; > 0 gilt.

Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, da die Vorgabe der absoluten Risikoaversion — eigentlich zu ver-
stehen als eine unter potentiell mehreren Eigenschaften des Entscheidungsverhaltens — den gesamten
Verlauf der Nutzenfunktion determiniert?®. Daraus kénnte man die Uberzeugung gewinnen, dass dieses
Konzept der Risikoaversion als Explikat fiir den vorwissenschaftlichen Begriff problematisch ist, da das
gesamte Entscheidungsverhalten durch den Grad der Risikoaversion determiniert wird, also kein Raum
fiir andere Einstellungsparameter bleibt. Insbesondere wird daher auch die bilokale Risikoaversion durch
die herkémmliche Risikoaversion festgelegt, es gilt nimlich unter Verwendung des Korollars?S:

x

Ru(2,2) = Ru(@0) - [ exp{—n, (€.0))de (@)

z

Die Darstellung des Korollars zu Lemma 2 erlaubt jetzt die Einfithrung einer Standardform fiir risi-
koaverse Nutzenfunktionen:

Definition 7 Wir sagen, dass eine Nutzenfunktion in e-Standard—Form vorliege, wenn sie in der
Gestalt

x

u(w) = [ exp{-on, (€2))d¢ )

€

gegeben ist (d. h. die Parameter im Korollar auf co = 0 und ¢y = 1 gesetzt sind). Diese Standardform
wird auch durch die positive, affin—lineare Transformation
. u(z) — u(e)
W(z) = —————
' (e)

erreicht.

Vereinbarung Wir werden im Folgenden stets von der Standardform ohne den auf das betreffende ¢
bezogenen qualifizierenden Zusatz € sprechen, wenn nicht ein ausdriicklicher Rekurs auf € notwendig
ist; in den meisten Féllen wird man € = 0 wéhlen kénnen. Zudem wollen wir im Folgenden anneh-
men, alle Nutzenfunktionen ligen in Standarform vor, d.h. es gelte stets u(¢) = 0 und u'(¢) = 1.7

Aus einer risikoaversen Nutzenfunktion lésst sich durch Differenzieren erneut eine (nicht notwendi-
gerweise risikoaverse) Nutzenfunktion ableiten:

Lemma 3 Ist u eine (zwei Mal differenzierbare) risikoaverse Nutzenfunktion (in Standardform), dann

ist ug (x) = u;(,?()s_)l eine Nutzenfunktion in Standardform. Sie ist risikoavers, wenn u” monoton steigt.

Fiir die Ableitungen (der Standard-Form) gilt (z > ¢)

u/(x) = exp{—pp, (r,6)} <1

und
Ru(z) > —u" = Ry(x) - exp{—pp, (z,€)} >0
Unter den Nutzenfunktionen der HARA-Klasse,?® deren Risikoaversion durch R, (z) = - _:bm gegeben
ist, kann man ¢ = 0 nur wihlen, solange a # 0 gilt; insbesondere ist diese Wahl fiir die logarithmische
Nutzenfunktion log (z) also nicht méoglich.
Dass R, (z) die Risikoaversion lokal misst, kann man in Anlehnung an ARROW durch Herleitung der
Eigenschaft einer von diesem Mafl abhingigen Risikopradmie im Kleinen wie folgt motivieren:

2580 schon PRATT (1964), S. 126; Pratt zieht allerdings nicht unsere Schlussfolgerung aus diesem Umstand.

26 Auf die FuBinote 24 wird ebenfalls hingewiesen.

2"Der mit mathematischen Konstrukten vertraute Leser erkennt, das die Nutzenfunktionen in Standardform Re-
priisentanten der Klassen der folgenden Aquivalenzrelation sind: u ~ v <= [u — v = const. A ;‘—: = const.]

28Die Funktionen mit hyperbolischer absoluter Risikoaversion (HARA) werden im Kontext der (Tobin-)Separation
ausfiihrlich etwa bei INGERSOLL (1987) diskutiert. Im Folgenden wollen wir € ein fiir alle Mal fest wéhlen.



Exkurs Es wird im Kontext einer Zufallsvariablen (,Lotterie”) wie im Beweis von Proposition 1 mit
o = wo —h und x1 = wg + h bei h > 0 gegeniiber der sicheren Ausgangssituation wy argumentiert:
Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit p (h) fiir das Eintreten des besseren Lotterieergebnisses, um
die Lotterie gegeniiber der Ausgangsposition wy gerade als ,,tragbar” zu empfinden;?® d.h. es muss
gelten:
w(wo) =p(h) - ulwg+h)+ (1 —p(h)) - u(wy — h)

Fiir die dergestalt definierte Funktion p (h) gilt:

dp 1

L (0) = {Ruluwo). (6)

% (0) stellt die notwendige Verbesserung der Erfolgswahrscheinlichkeit zum Zwecke des Risikoaus-

gleichs dar; als Risikoprédmie im Kleinen im Sinne von Arrow ergibt sich ndherungsweise

Ap (0) = p(dh) ~p(0) = § Ru(wo) - dh.

Sie steigt mit dem ,Risiko” dh und mit der (lokalen) Risikoaversion.

Nun ist dieses Beispiel zwar als Motivation fiir den Zusammenhang zwischen Risiko, Risikoaversion
und Risikoiibernahme durchaus geeignet, ob sich das Konzept aber im Kontext strukturreicherer Fille
von wirtschaftlichen Entscheidungsproblemen bewéhrt, ist damit nicht belegt; dieser Frage wollen wir
uns nun zuwenden. Zwei typische Problemstellungen, die eine vorwissenschaftliche ,, Bewdhrungsprobe”
fiir Risikoaversionskonzepte liefern konnen, sind ein Versicherungs— und ein Kapitalanlageproblem.

Problem 1 Das Versicherungsproblem stellen wir wie folgt: Ein E-N-FEntscheider hat zwischen ei-
nem Ergebnis xo +Y (mit E(Y) # Y ) und einem Ergebnis xg — m(xo,Y) zu wihlen, wobei w(xg,Y) als
sicher zu zahlende Prdmie fiir eine Versicherung gegen das ,Risiko” Y interpretiert wird>®. Die indivi-
duelle Grenzprimie m,(zo,Y) fir den E-N-Entscheider ergibt sich implizit aus der Beziehung®:

E(u(zo+Y)) = u(xg — myu(x0,Y)) .
Welches sind die Determinanten dieser individuellen Grenzpramie?

Problem 2 Das Kapitalanlageproblem kann wie folgt formuliert werden: Ein E-N-Entscheider mdge
seine Mittel xo auf eine risikofreie Anlage mit Rendite ry — 1 und eine riskante Anlageform mit Rendite
r — 1 im Verhdltnis von xo — a zu xg verteilen. Er wird o so wdhlen, dass

E{u((zo — ) -1y +a-r)} =E{u(zo 15 + - (r—ry))}
mazimal wird. Wir bezeichnen mit
oy (xo,7) == arg max{E(u(zo-ry+a-(r—r;))) |0 <a <z}

den optimalen Teil des Ausgangsbetrages, den der E—-N-Entscheider riskant investiert. Eine positive Ri-
sikopramie E(r) — ry > 0 fihrt stets zu einem definitiven Engagement in der riskanten Anlageform.
Welches sind die Determinanten des optimalen riskant investierten Anlagebetrages?3?

29Man bemerke schon hier, dass die Ausgangsposition als sicher angenommen wird.

30 Allgemein werden wir das Symbol (X, Y') benutzen, wenn man sich gegen Zahlung der Pramie 7(X,Y’) aus der Situation
X +Y in die Situation X (bzw. X — 7(X,Y)) bringen kann.

31Genauer: 7y (z0,Y) = sup{7|E(u(zo + Y)) < u(zo — 7)}. Aus der Monotonie und Stetigkeit von u folgt die Bedingung
im Text.

32Unter Bedingungen einer normalverteilten Rendite r gilt (vgl. RUBINSTEIN (1976)) cov (u’,7) = a(zo,r) - E (u”)-var (1),

1 _
sodass sich die explizite Bedingung a(zg,r) = ( E(u )) B(r) —ry

B var(r) fir den riskant zu investierenden Betrag gilt; der Aus-

E 1"
druck —% wird uns noch beschéftigen, er ist ein Schliissel zum Versténdnis der Problematik von Risikoaversionsver-
gleichen.



Das vorwissenschaftliche Verstindnis von Risikoaversion verlangt wohl, dass die Grenzprémie im
Rahmen des Versicherungsproblems bei hoherer Risikoaversion héher ist und der optimale riskante Teil
des Investitionsbudgets bei hoherer Risikoaversion niedriger ist.?? Dieses Vorverstindnis wird durch die
folgenden Ausfithrungen bestétigt; allerdings sind dazu einige Vorbereitungen zu treffen, insbesondere
muss prézisiert werden, wann groflere bzw. kleinere Risikoaversion vorliegt, durch das Risikoaversions-
maf R, (x) wird diese Frage nur lokal beantwortet.

Definition 8 Die Nutzenfunktion u heifst AP-risikoaverser (AP steht fiir ARROW-PRATT) als die
Nutzenfunktion v, wenn fir alle v € Ry gilt?*

R.(z) > R,(z).
Der Beweis des folgenden Satzes ist recht einfach:

Proposition 5 u ist genau dann AP-risikoaverser als v, wenn es eine monoton steigende, konkave
Funktion G gibt mit u= G owv, d. h. u(x) = G(v(x)) fir alle x € R,

Dieser Satz hat ein niitzliches Korollar, das wir asl Lemma formulieren:
Lemma 4 Ist die Nutzenfunktion u AP-risikoaverser als v, so gilt (x > €):
u<v<zx

und
< <1
Lemma 4 kann auch als Konsequenz der folgenden Eigenschaft angesehen werden:

Lemma 5 Ist die Nutzenfunktion v AP-risikoaverser als v, so ist Z—f (streng) monoton fallend und daher

z:gg > Z:Eg fir alle z > x.

E(u”)

Wir haben schon in der Fufinote 32 ankiindigend von der Bedeutsamkeit des Ausdrucks — on)

gesprochen; das nachfolgende Resultat in Bezug auf den Vergleich zweier Nutzenfunktionen betrifft diese
Grofle im Zwei-Zustandsfall und verwendet das oben eingefiihrte Mafl der bilokalen Risikoaversion:

Lemma 6 Fiir zwei risikoaverse Nutzenfunktionen u und v gilt:

pu”(2) + (1 —p) u”(2) _ pv”(z) +(1—p)v"(2)
pu/(x)+(1=p)u'(z) = pv'(z)+(1—-p) v (2)

genau dann, wenn

p(1=p){u' (2) V' (2) - [Ru (2,2) — Ry (2, 2)] + 0 (2) V' (2) - [Ru (2,7) — Ry (2, 2)]}

>0
qilt, aber auch genau dann, wenn
p*u' (z) v’ (2) - [Ry () = Ry ()] + (9)
o+ (1=p)* W/ (2) V' (2) - [Ru (2) = R (2)] +
+p(L=p){u (2) V' (2) - [Ru (2) = Ry (2)] + ' (2) V' (2) - [Ru () — Ru (2)]}

gilt.

33Man beachte, dass Grenzpriamie und optimaler Anlagebetrag in Bezug auf die GréBen Y bzw. r Funktionale sind, also
nicht von einzelnen Realisationen abhéngen.

34Liegen die Realisationen aller in Betracht kommenden Zufallsvariablen in einem (offenen, halboffenen, abgeschlossenen)
Intervall [a,b] C Ry, dann kann man die Definition fiir die globale Risikoaversion auf dieses Intervall beschrénken.



3.2 Die intuitive Bewihrung des Risikoaversionmafles

Kommen wir nun auf das Versicherungsproblem und das Kapitalanlageproblem zuriick:

Proposition 6 Sei u AP-risikoaverser als v. Dann gilt fir alle’Y (mit Y #E(Y)):
Tu(20,Y) > 7y (20,Y) .

Das Ergebnis entspricht der Intuition: Der risikoaverse Entscheider ist unter sonst gleichen Umstédnden
bereit, eine hohere Priamie fiir die Beseitigung eines bestimmten (reinen) Risikos zu zahlen, als der weniger
risikoaverse.

Entsprechendes lésst sich fiir das Kapitalanlageproblem formulieren. Wir nehmen ohne Beschrankung
der Allgemeinheit o = 1 an und konstatieren:

Proposition 7 Die Nutzenfunktion u sei AP-risikoaverser als v. Die Losungen der jeweiligen Kapital-
anlageprobleme seien oy, (1,7r) bzw. o, (1,7). Dann gilt o, (1,7) < ay,(1,7).

Auch dieses Ergebnis entspricht unserer Intuition: Der risikoaversere Entscheider investiert unter sonst
gleichen Umstédnden weniger in die riskante Anlage als der weniger risikoaverse.
3.3 Fallende Risikoaversion — Relative Risikoaversion

Definition 9 Man spricht von steigender (fallender) absoluter Risikoaversion, wenn R, (z) eine stei-
gende (fallende) Funktion von x ist.

Da in diesem Fall gilt

R.(z) < Ry(x + ) fiir alle z,y € R, (steigende Risikoaversion)

bzw. Ry(x) > Ry(z +y) fiir alle z,y € R4 (fallende Risikoaversion),
kann man diesen Sachverhalt auch wie folgt ausdriicken:

Proposition 8 Die Nutzenfunktion u weist steigende Risikoaversion genau dann auf, wenn fir jedes
y > 0 die Funktion u,(z) = u(x + y) AP-risikoaverser ist als die Funktion u.

Definition 10 Der Ausdruck B, (xz) = —Z/,,,/((;”)) wird als Besonnenheit bezeichnet.

Bemerkung 2 Die Besonnenheit von u ist die ,Ristkoaversion” von u'.
Mit Hilfe dieses Konzeptes kann man sagen:

Korollar Die Nutzenfunktion u weist fallende Risikoaversion genau dann auf, wenn die Besonnenheit
gréfier als die (absolute) Risikoaversion ist.

An spéterer Stelle wird der folgende Satz von Bedeutung sein:

Proposition 9 (PRATT (1964)) : Seien u und v zweimal stetig differenzierbare risikoaverse Nutzen-
funktionen mit fallender Risikoaversion. Dann weisen die konvexe Kombination pu+(1 —p) v (0<p <1)
und die zusammengesetzte Funktion u o v dieselben Eigenschaften auf.

Korollar min{R,, R,} < Ry4+, < max{R,, R,}

Die Konsequenzen aus dem folgenden Lemma zeigen, dass die fiir sinkende Risikoaversion notwendige
Bedingung v > 0 gewissermafen der ,Regelfall” ist, wenn iiberhaupt Risikoaversion und nach oben
beschrénkter Nutzen vorliegt.

35Dieser Terminus (englisch ,,prudence”) wurde von KIMBALL (1990) vorgeschlagen; offenbar kann man formal By, (z) =
R,/ (z) schreiben. KIMBALL motiviert die Verwendung der Besonnenheit analog zu der oben vorgetragenen Risikopréimie im
Kleinen. Die ,Risikopriamie”, die durch die Besonnenheit bestimmt wird, sorgt dafiir, dass der Grenznutzen (statt wie bei
ARROW der Nutzen) bei kleiner Erhhung des Risikos nicht verdndert wird.

36 Etwas anders ausgedriickt, kann man wie folgt formulieren: Die Menge der risikoaversen Nutzenfunktionen (mit fallender
Risikoaversion) bildet eine konvexe Menge. Die Risikoaversionsfunktion einer konvexen Kombination v-u+(1 — v)-v verlduft
stets zwischen den beiden Funktionen R, und R,.
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Lemma 7 Sei f eine nach unten beschrinkte und zweimal differenzierbare Funktion auf Ry. Sei f/ <0
auf ganz Ry. Dann kann f" nicht iberall negativ auf Ry sein.

Daraus ergibt sich??

Korollar FEine beschrinkte Nutzenfunktion muss Stellen aufweisen, an denen sie lokal risikoavers ist.

Korollar Eine risikoaverse Nutzenfunktion kann nicht durchgdngig eine negative dritte Ableitung haben
(negative ,Besonnenheit” aufweisen).

Definition 11 In Ergdnzung zu der bisher auschliefilich betrachteten absoluten Risikoaversion R hat
PRATT (1964) die so genannte relative Risikoaversion

eingefiihrt.

Definition 12 Wir sprechen von steigender bzw. fallender relativer Risikoaversion, wenn die
Funktion W (x) monoton steigt bzw. fillt.

Es besteht der folgende Zusammenhang mit der absoluten Risikoaversion und der grofieren bzw.
kleineren AP-Risikoaversion.

Proposition 10 Seiv,(z) = u((1+y)x) fir z,y € Ry definiert. Die relative Risikoaversion W, der Nut-
zenfunktion u steigt (fillt) genau dann, wenn fir alle y € Ry die Funktion v, (bzw. u) AP-risikoaverser
ist als u (bzw. vy).

Die Charakterisierung steigender (fallender) absoluter (relativer) Risikoaversion durch das Konzept
groBerer (kleinerer) AP-Risikoaversion von Nutzenfunktionen im Rahmen der Propositionen 8 und 10
hat die folgenden Aussagen iiber die Risikoprimie 7, (z¢,Y") und die Losung a, (wg,r) des Kapitalanla-
geproblems als Konsequenzen:

Proposition 11 Bei fallender absoluter Risikoaversion gilt:
(1) mu(x0,Y) > mu(21,Y) fir xy > xo
(ii) au(zo,r) < ay(z1,r) fiir 1 > xq

Die relative Risikoaversion eignet sich zur Diskussion von Fragen relativer Grenzpramien bzw. relativer
Anlagevolumina.

Definition 13 Wir fiihren die relative Grenzprdmie 7, (xo,Y) vermdige
E{u(zo(1+Y))} = u(zo(1 — #(z0,Y))
emn.

Das Verhéltnis zur (absoluten) Grenzpramie ergibt sich direkt aus der Definition zu:

mu(To, 20 Y) = Ty (x0,Y) bzw. @,(z0,Y) = . mu(zo, 20+ Y).
0
Proposition 12 Weist die Nutzenfunktion u fallende relative Risikoaversion auf, so gilt fiir die relativen
Grenzprdimien:
Tu(x0,Y) > 7y (x1,Y)  fiir x1 > xo

37Lemma 7 beschrinkt im Ubrigen auch die méglichen Annahmen iiber das Vorzeichen hsherer Ableitungen der Nutzen-
funktion, wie sie bei der Einfithrung von Préferenzen gegeniiber htheren Momenten der Verteilung der Ergebnisse gemacht
werden. So ist bei risikoaverser Nutzenfunktion die dritte Ableitung zwangsldufig positiv, wenn sie iiberall dasselbe Vorzei-
chen aufweist. Das ist genau bei sinkender Aversion der Fall. Vgl. dazu ScoTT UND HORVATH (1980).
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Bei fallender relativer Risikoaversion fillt also die relative Grenzpriamie mit wachsendem Ausgangs-
vermogen xg bei gleichbleibendem relativen Risiko Y.
Einen entsprechenden Satz geben wir fiir das Kapitalanlageproblem an; dabei formulieren wir analog

E{u(zory +x0-&- (r—rs))} — max!

mit dem Entscheidungsparameter &, der nun angibt, welcher (prozentuale) Anteil am Gesamtbudget
riskant investiert wird: éu,(zo, ).

Proposition 13 Weist die Nutzenfunktion u fallende relative Risikoaversion auf, so gilt
by (z1,7) > d(x0,71) fiir x1 > xg .

Auch hier gilt das intuitiv zu erwartende Resultat: Ein E-N-Entscheider mit sinkender relativer
Risikoaversion investiert einen immer hoheren (prozentualen) Anteil seines Gesamtbudgets riskant, je
hoher sein Gesamtbudget ist.

3.4 Wiirdigung

Der Erfolg der Theorie, soweit sie bis hierhin entwickelt wurde, besteht darin, dass einige Konstrukte
(Risikoaversion, die Eigenschaft (AP-)risikoaverser zu sein, steigende (fallende) absolute (relative) Risi-
koaversion) entwickelt worden sind, durch die einige als plausibel geltende Verhaltensformen erklirt wer-
den kénnen: Bereitschaft zur Zahlung hoherer Versicherungsprimien bei niedrigerem Ausgangsvermogen,
niedrigere riskante Anlagevolumina bei niedrigerem Budget usw. Ubersehen oder bewusst ausgeklam-
mert wurde, dass unter realitdtsnahen Bedingungen eine vollstéindige Elimination des Risikos im Versi-
cherungsfall praktisch nie gegeben ist, dass auch im Kapitalanlagefall im Allgemeinen keine risikofreie
Ausgangsposition, sondern ein nicht vermeidbares Grundrisiko (z.B. das Arbeitseinkommen) existiert.
Dabher stellt sich nicht so sehr die Frage , Risiko oder kein Risiko?”, sondern die Frage ,Mehr Risiko oder
weniger Risiko?”. Die letzte Frage prézise zu stellen, setzt aber einen anordnenden Begriff von Risiko vor-
aus. Im hier anstehenden Zusammenhang sind es zwei Ansétze, die dazu einen Beitrag geliefert haben,
allerdings ohne den Aspekt einer Ordnungsrelation in Bezug auf das Risiko besonders herausgearbeitet
zu haben: Im Zusammenhang mit dem Versicherungsproblem ersetzen KIHLSTROM ET AL. (1981) den
festen Wert xy durch eine Zufallsvariable X und unterstellen Y als unabhingig von X, so dass sich das
Versicherungsproblem (Grenzpriamie) in der Gestalt

E{uw(X +Y)} = E{u(X — m,(X,Y))}

stellt, wobei X und Y unabhiingig sind. Diese Situation im Auge, kénnte man folgende Relation zu
definieren versucht sein:

Z ist riskanter als X, wenn E (Z) = E (X) gilt und X und Z — X unabhéingig sind.

Dieses Konzept ist wenig befriedigend, da hierdurch keine transitive Relation erzeugt wird; insbeson-
dere liegt also nicht einmal eine Halbordnung vor. Der zweite zu nennende Ansatz ist der von ROSS
(1981). Er wéhlt Y so, dass E(Y | X) = 0 ist. Diese Annahme ist etwas schwécher und, wie sich zeigen
wird, fruchtbarer als die von KIHLSTROM ET AL. (1981). Hier wird man zu der folgenden Relation gefiihrt:

Z ist riskanter als X, wenn E (Z|X) = X gilt.

Ist E(Z) = E(X) und sind X und X — Z unabhéngig, dann gilt E(X — Z|X) = E(X — Z) = 0,
dh EX|X)-EZ|X)=0,d.h. X =E(Z]|X).,Groeres Risiko” im Sinne von KIHLSTROM ET AL.
(1981) ist also stets auch ,,groferes Risiko” im Sinne von Ross (1981). Allerdings manifestiert auch diese
Relation ohne weitere Qualifikationen keine Halbordnung, kann aber, wie man leicht sieht, mit einer
zusitzlichen Einschrinkung zu einer transitiven Relation gemacht werden:3®

Z ist riskanter als X, wenn die von Z erzeugte o —Algebra F feiner als die von X erzeugte
o—Algebra Fx ist (d.h. Fx C Fz) und E(Z | X) = X gilt.

38Die hier zusitzlich eingefithrte Bedingung ist im Kontext von dynamisch in der Zeit sich entwickelnde Gréfen oder von
zusétzlich eingehenden Informationen, wie sie bei Marktpreisprozessen betrachtet werden, eine ganz natiirliche.
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Im nachfolgenden Hauptabschnitt werden die Resultate von KIHLSTROM ET AL. (1981) und von ROsS
(1981), die die beiden Problemstellungen im Kontext von ,mehr Risiko” behandeln, nachvollzogen. Um sie
zu motivieren, werden zunéichst Beispiele vorgefiihrt, die zu einer Revision der bisher entwickelten Kon-
zepte in Hinsicht auf ihre Erklarungskraft Anlass geben, wenn das Ausgangs- bzw. Alternativvermogen
nicht sicher ist. Im Zuge der dann folgenden Herleitung der Hauptergebnisse werden sich Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede der beiden Vorgehensweisen zeigen.

Ein etwas auflerhalb des hier ins Zentrum gestellten Untersuchungsgegenstandes liegender Ansatz, der
das Konzept von Risikoaversion per se verschérft (PRATT UND ZECKHAUSER (1987)), wird ebenfalls dis-
kutiert, vor allem deswegen, weil eine interessante Klasse von Nutzenfunktionen in diesem Zusammenhang
eine Rolle spielt, die von allgemeinem Interesse sein diirfte.

4 Neuere Ansatze in der Theorie der Risikoaversion

4.1 Zwei ,,Gegenbeispiele”

Um zu zeigen, dass beziiglich der Grenzpramien im Versicherungsfall befremdliche Félle eintreten kénnen,
wenn durch Versicherung nicht das ganze Risiko beseitigt werden kann, betrachten wir den Fall wach-
senden Risikos im Sinne von Ross (1981), der ja den Fall von KIHLSTROM ET AL. (1981) als Spezialfall
mitumfasst. Sei also Z = X +Y (mit E(Y|X) = 0) das Endvermégen, das sich ohne Versicherung
einstellen wird; das Risiko Y sei gegen Zahlung einer Primie versicherbar. Fiir die Grenzpramie 7, gilt
dann??:
EwX+Y)) =Eu(X —m,)).
Durch Taylor-Entwicklung und einige Umformungen gewinnt eine approximativ geltende Beziehung

fiir die Grenzpréamie m,:4°

_EM var —ECOV ui var
" = 5 B B0 Y130~ o iy Y1),

Als Spezialfélle erhélt man den ARROW-PRATT-Fall durch X = E(X) = zg und var(Y | X) = var(Y),
d.h.

1
Aap _ _ 1
T 2

u” (o) 1

. V)= =
u' (xg) ar(Y) 2
und den Fall von KIHLSTROM ET AL. (1981) durch die Annahme, dass ¥ und X unabhingig sind; dann
gilt ndmlich var(Y| X) = var(Y)

Ry (xg) - var(Y)

x_ _1E@W (X))

— -2 ar(Y

T, 3 B/ (X)) var(Y')
Beispiel 1 (KIHLSTROM ET AL. (1981)) Seien die beiden Risikoaversionsfunktionen R, (x) = 12— und
R, (z) = % im Intervall [0,1) gegeben; w ist risikoaverser als v im ganzen Intervall [0,1), bei-

de Funktionen zeigen steigende Risikoaversion an. Die Grenznutzenfunktionen (in Standardform) sind
durch u/(z) = 1 — z und v'(z) = 1 — £ 0 gegeben. Betrachten wir als Ausgangsrisiko X die Lotterie
P (X = ﬁ) = % und P (X =2 ) = %, dann gilt*

100
CEW) e EWIX)
Bu(x) > T Bwx) ~ 2!

Der weniger risikoaverse E-N-Entscheider mit der Nutzenfunktion v ist zur Zahlung einer héheren Primie
fiir die Versicherung des gleichen Risikos bereit als der risikoaversere mit der Nutzenfunktion u.*?

39Tm Folgenden wird die Grenzprimie my(X,Y) immer nur fiir den Fall eines reinen Risikos, d. h. E(Y') = 0 betrachtet.
Durch X +Y = X + E(Y) + (Y — E(Y)) kann man diesen Fall immer erreichen. Dann gilt E(u(X +Y)) = E(u(X + E(Y) +
Y —-E(Y)))) =EuX+EY)—-7m.(X+E®Y),Y—E(Y)))). Fiihrt man den Begriff des Sicherheitsiquivalents C(X,Y)
(wobei E(Y) # 0 zuldssig sei) ein, so ist Cy(X,Y) € R durch E(u(X +Y)) = E(u(X + Cu(X,Y))) definiert und man
erhilt die Beziehung C(X,Y) = E(Y) — mu (X + E(Y), X — E(Y)), die den Zusammenenhang zwischen Grenzpriamie und
Sicherheitséquivalent markiert.

40Eine entsprechende Formel z. B. bei Ross (1981), S. 625, der den Ausdruck E(u(X —,)) allerdings nur bis zum linearen
Glied entwickelt.

41 Man beriicksichtige: E (u”) = —E (u/ - Ry,).

42Da die Primie nur approximativ bestimmt wurde, ist fiir eine exakte Aussage eine etwas differenziertere Analyse
anzustellen; vgl. dazu KIHLSTROM ET AL. (1981), S. 915.
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Diese Voraussage widerspricht der Intuition. Als Konsequenz ergibt sich: Besteht Einigkeit darin,
die GroBle X + Y fiir ,riskanter” zu halten als die Grole X, dann ist die Ordnung nach der absoluten
AP-Risikoaversion kein durchgéngig intuitiv konsistentes Maf fiir groflere Risikoaversion.

Beispiel 2 (Ross (1981)) Sei
A={weQ|E(Y?X)#0}

das Ereignis, in dem die unter X bedingte Varianz von'Y nicht verschwindet. Sei weiter X = xo-1a+x1 -
(1—14) und € = E(Y?|X = x0) = var(Y| X = z0); offenbar ist E(Y?2|z1) = 0; die Wahrscheinlichkeit
von A bezeichnen wir mit p = P(A). Dann gilt

1p-u" L2
e = Lp (o) €

2 E((X))
mit E(u' (X)) =p- v (x0) + (1 — p)u/(z1), so dass
1 p- €

Ty = =
p 1—-p
2 Ry (x0) + Ry (zo,1)

gilt. Im Vergleich zur Risikoprdmie einer zweiten Nutzenfunktion v gilt

u' (x0) 1
o mJ =~ Ry (20)

Bei konstanter (absoluter) Risikoaversion a,, und a, ist die Beziehung 7, < 7, offenbar dann erfillt, wenn
mit der Definition H (a,p, A) = % [p +(1-p) e“'A] die Beziehung H (a.,p, 1 — o) < H(ay,p,x1 — o)
gilt. Das Beispiel a,, = 1, a, = 0.1, A =4 (u ist also AP-risikoaverser als v) fiihrt zu unterschiedlichen
Grifienverhdltnissen der Risikoprdmien fiir unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten p

v (o)
v (1)

Ty < Ty <= p+(1—-p) {p+(1—p)

o
Ru (Io)

22439 = H(1,0.6,4) > H(0.1,0.6,4) = 11.967
6.36 = H(1,0.9,4) < H (0.1,0.9,4) = 10.492
V@) 1 b0
—v"(xg) b

Das Beispiel zeigt, dass die AP-risikoaversere Nutzenfunktion u nicht immer zu einer héheren Risiko-
prdamie fihrt als die weniger risikoaverse Nutzenfunktion v.

Der Grund fiir das ,, Versagen” der ARROW—PRATT-Theorie bei nur partiell moglicher Riskoreduktion
ist in beiden Beispielen derselbe: Das lokale ARROW—-PRATT-Maf fiir Risikoaversion setzt in Beziehung
jeweils nur die zweite und die erste Ableitung der Nutzenfunktion in demselben Punkt. Demgegeniiber
zeigen beide Beispiele, dass bei der Bemessung der Grenzpriamie die zweite und die erste Ableitung der
Nutzenfunktion auch in unterschiedlichen Punkten ins Verhiltnis gesetzt werden. Das kommt sehr

deutlich in dem Faktor —%&(;))
bestimmt. In diesem Faktor spiegelt sich die Schwierigkeit einer Trennung von (objektivem) Risiko und
(subjektiver) Risikoaversion: In ihm flieflen beide ineinander.

Zwei denkbare Wege aus diesem Dilemma sind in der Literatur bislang eingeschlagen worden; auf dem
einen Weg wird die Klasse der zuléssigen Nutzenfunktionen eingeschrankt, die ordinale Anordnung von
Risikoaversion aber beibehalten (KIHLSTROM ET AL. (1981)), auf dem anderen werden alle risikoaver-
sen Nutzenfunktionen zugelassen, der ordinale Vergleich der Risikoaversion hingegen verschiirft (ROsS
(1981)). Das wird im Folgenden zu schildern sein.

zum Ausdruck, der die Risikoprimie in beiden Féllen im Wesentlichen

4.2 Beschrinkung der zuldssigen Nutzenfunktionen
4.2.1 Entscheidungsverhalten bei unterschiedlicher Risikoaversion

Im Beitrag von KIHLSTROM ET AL. (1981) wird, wie schon gesagt, der Fall untersucht, in dem X und Y
unabhiingig sind und Y gegen die Pramie 7 versichert werden kann. Es gilt (mit E(X) = 0)

E(u(zo+ X +Y)) =E(u(zo + X — mu(zo + X,Y)).
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Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir die Grenzpréamie:
EU(xzo+Y))=U(xg — mu(zo + X,Y))

Daraus folgt, dass die in Abschnitt 3 gemachten Ausfithrungen tibertragbar sind, wenn man Bedingun-
gen findet, unter denen U (bzw. die analog definierte Funktion V') die dort bendtigten Voraussetzungen
erfiillen. Wir bezeichnen U (bzw. V') im Folgenden als ,,derivative Nutzenfunktion”.

Unter entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gilt offenbar

E{u"(X +y)}

Ry(y) = TEW(X )}

sodass in der Tat, wie Unterabschnitt 4.1 gezeigt hat, die Primie (approximativ) durch die absolute Risi-
koaversion der ,derivativen” Nutzenfunktion U so bestimmt wird, als ob das sichere Ausgangsvermégen
y = xo gegeben wire. Also kommt es darauf an, aus Eigenschaften von u (bzw. der Vergleichsfunktion v)
auf die Risikoaversion von U bzw. V zu schlieflen.
Um zu sehen, welche Art von Bedingungen man benétigt, betrachten wir zunéchst X als diskrete
Zufallsvariable mit den beiden Ausprigungen zy und z; mit den Eintrittswahrscheinlichkeiten p; =
Dann gilt unter Verwendung von Lemma 6

Ry (y) > Rv(y) (10)
—
p*u’ (2) v (2) - [Ru () = Ry (2)] + - (11a)
ek (1=p)?d (2) V' (2)  [Ru (2) = Ry (2)] + -+ (11b)
e p(L=p){u' (2) V' (2) - [Ru (2, 2) = Ry (2,2)] + ' (2) V' (2) - [Ru (2,2) — Ry (2, 2)]} (11c)
>0
Aquivalent dazu gilt auch
p*u’ (z) v’ (2) - [Ru () = Ry ()] + -+ (12a)
o (L=p) ' (2) V' (2) - [Ru (2) = Ry (2)] + - - (12b)
A p(L=p){u'(2) V' (@) [Ru (2) = Ry (¥)] + 0/ (2) v/ (2) - [Ru (2) — Ry (2)]} (12c)
>0

Es gibt zwei unterschiedlich scharfe hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit dieser dquivalenten
Varianten ein und derselben Bedingung, ndmlich

R, (x,2) > R, (x, z) fiir alle z, 2 (13)
oder
R, (z) > R, (x) fiir alle = (14)
und
u (2) V' () Ry (2) +u' (z) v/ (2) - Ry (z) > (15)
u (2) v (z) - Ry (x) + o (z) v/ (2) - Ry (2) fiir alle x, 2 (16)

Zur Verifikation der Bedingung (13) erinnert man sich an R, (z) = Ry (z, ). (14) ergibt sich unmit-
telbar aus den Forderungen. Wir werden im folgenden Unterabschnitt sehen, dass Ross (1981) Bedingung
(13) verwendet, wihrend KIHLSTROM ET AL. (1981) Bedingung (14) verwenden.

Im Lemma wird nun ausformuliert, dass hinreichend fiir (14) die ,,sinkende absolute Risikoaversion”
von v und v ist.

Lemma 8 Seiu AP-risikoaverser als v, seien Ry (€) und R, (&) monoton nicht steigend. Dann gilt (14).
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Es ist nun ein Leichtes, die folgende zentrale Aussage zu beweisen:

Proposition 14 (KIHLSTROM ET AL. (1981)) Ist u AP-risikoaverser als v und weisen u und v abneh-
mende Risikoaversion auf, so ist die derivative Nutzenfunktion U AP-risikoaverser als die derivative
Nutzenfunktion V.

Beweis: Die ohne Schwierigkeiten vollziehbare Verallgemeinerung von Lemma 8 fiir beliebige diskrete Zu-
fallsvariablen in Verbindung mit der Darstellung (12a) bis (12¢) der Beziehung Ry (y) > Ry (y) zeigt, dass
die Aussage fiir diskrete Zufallsvariablen richtig ist. Jede Zufallsvariable kann aber punktweise als (mo-
noton steigender) Grenzwert von diskreten Zufallsvariablen dargestellt werden®3. Aus Stetigkeitsgriinden
gilt daher der Satz fiir alle Zufallsvariablen. Q. e. d.

Schlussfolgerung Fiir das Versicherungsproblem ist daher die ARROW—PRATT-Theorie anwendbar,
wenn das zu versichernde Risiko von dem verbleibenden Risiko unabhéngig ist und wenn die in-
volvierten Nutzenfunktionen fallende absolute Risikoaversion aufweisen. Fiir das Kapitalanlage-
problem gilt dasselbe, denn wenn der E-N-Entscheider iiber ein (unsicheres) nicht-marktfihiges
Einkommen zo + X (mit E(X) = 0) und Mittel in Hoéhe von wq verfigt, ist oy, (zo,wo, X,r) =
arg max {E{u(zo + X +wo - rf + a(r — rf))}, wobei hier r und X als unabhéngig zu unterstellen

sind. Wir setzen wieder U(y) = E{u(y + X)}, so dass sich
E{u(zo+ X +wo-ry+a(r—ry))} =E{U(zo+wo-rf+a(r—rs))}

ergibt. Daher liegt auch im Kapitalanlageproblem dieselbe Struktur vor wie unter 3.1, wobei die
Nutzenfunktion u dort durch die derivative Nutzenfunktion U hier zu ersetzen ist. Damit {ibertragen
sich die Ergebnisse entsprechend.

4.2.2 Entscheidungsverhalten in einer anderen Klasse von Situationen: Eine engere Fas-
sung des Risikoaversionsbegriffs

Der hier in Rede stehende Beitrag von PRATT UND ZECKHAUSER (1987) kniipft an dem Szenarium an,
das bei KIHLSTROM ET AL. (1981) im Vordergrund stand. Allerdings geht es hier nicht um das Ent-
scheidungsverhalten bei unterschiedlichen Graden von Risikoaversion, sondern um das Verhalten in einer
anderen Klasse von Entscheidungsalternativen. Dieses als ,eigentliche Risikoaversion” bezeichnete Ver-
halten (dessen Ubereinstimmung mit intuitiven Anforderungen an rationales Verhalten bei Unsicherheit
man durchaus diskutieren kann) wird, wie bei KIHLSTROM ET AL. (1981), nur von einer engeren Klas-
se von Nutzenfunktionen induziert. Diese Klasse ist noch enger als die der Funktionen mit sinkender
absoluter Risikoaversion.

PRATT UND ZECKHAUSER (1987) betrachten drei unabhingige Zufallsvariablen W, X, Y. Wenn nun
ausgehend von W sowohl X als auch Y jeweils ,,unerwiinschte Risiken” darstellen, sollte dann nicht X 4+Y
ebenfalls ein ,,unerwiinschtes Risiko” sein? Formal ergibt sich unter der Voraussetzung (W >0, W+ X >
0, W+Y >0, W+ X+Y >0) die folgende zu fordernde Implikation :

E(u(W)) > max{E(u(W + X)), B(u(W +Y))} (17)
—
E(u(W)) > E(u(W + X +Y)) (18)

Nun gilt aber wegen der Jensen’schen Ungleichung:
EwW+4+X+Y))=E{Eu(W+ X +Y)|W)}

< E{u(EW+X+Y|W))} =E{u(W+EX)+EY))}.

43Vgl. NEVEU (1969), S. 51.
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Die Schlussfolgerung (18) ist sogar ohne Geltung der Primisse (17) richtig, wenn E(X) = E(Y) =0
gilt, d.h. wenn X und Y ,reine Risiken”, im Mittel ,ohne Chancen” sind. Es ist daher fraglich, ob
die Anforderung (17) = (18) iiberhaupt semantisch mit dem Begriff der Risikoaversion in Verbindung
gebracht werden sollte.

PRATT UND ZECKHAUSER (1987) definieren gleichwohl:4

Definition 14 Die Nutzenfunktion u heifit eigentlich risikoavers (,proper risk—avers”), wenn (17)
stets (18) impliziert.

Fiir notwendige und hinreichende Bedingungen der Eigenschaft, eigentlich risikoavers zu sein, sei
auf den Originalaufsatz verwiesen. Fiir unsere Uberlegungen iiber einen Zusammenhang zwischen Risi-
kobegriff und Risikoaversionsbegriff leisten sie keinen Beitrag, da, wie gezeigt, der Begriff eigentlicher
Risikoaversion nicht das Verhalten gegeniiber wachsendem Risiko allein betrifft.

Die Arbeit von PRATT und ZECKHAUSER ist weniger deshalb von Interesse, weil sie eine erwigenswerte
Version des Risikoaversionsbegriffes biete, als vielmehr um des Zusammenhangs mit einer recht weiten
Klasse von Nutzenfunktionen willen, die wir im folgenden Abschnitt 5 verwenden werden; wir stellen
sie daher an dieser Stelle kurz dar. Die in Rede stehende Klasse ergibt sich in folgender Weise durch
allgemeine konvexe Linearkombinationen von exponentiellen Nutzenfunktionen in Standardform (vgl.
dhnlich: BROCKETT UND GOLDEN (1987)). Sei H eine (formale) Verteilungsfunktion auf R, dann wird
(Konvergenz vorausgesetzt) durch

o0
up(z) = /
0

eine Funktion uy in Standardform definiert, sie stellt den formalen Erwartungswert von exponentiellen
Nutzenfunktionen dar, deren Risikoaversionen nach der Funktion H verteilt sind.

(1—e ") dH(t) (19)

~+ | =

Proposition 15 ugy gemdff (19) ist eine risikoaverse Nutzenfunktion, die sinkende (nicht steigende)
absolute Risikoaversion aufweist. Ihre erste Ableitung ist die Laplace- Transformierte®® der Verteilung H.

Nun kann man natiirlich die Laplace-Transformierte nicht fiir formale Verteilungen wie H bilden,
sondern auch fiir die Verteilung F' der betrachteten Zufallsvariablen: Die sich ergebende Funktion ordnet
jedem Wert fiir die absolute Risikoaversion den Nutzenerwartungswert der betreffenden exponentiellen
Nutzenfunktion zu. Der Nutzenerwartungswert der Nutzenfunktion uy kann daher wie folgt bestimmt
werden: Fiir die GroBe X (mit der Verteilungsfunktion F') unter der Nutzenfunktion up ergibt sich aus
(19) und dem Satz von Fubini“®

E (ug (X)) :/#F(t)dH(t) :/%odH(t).
0 0

Tatsache ist nun, dass die exponentielle Nutzenfunktion eigentlich risikoavers ist:

Proposition 16 Die exponenticlle Nutzenfunktion u,(z) = —e~% ist eigentlich risikoavers.*”

441n der Tradition von Pratt und Zeckhauser sind weitere Arbeiten zu sehen, die ebenfalls Bedingungen beziiglich der
Nutzenfunktion herausarbeiten, die Implikationen der Art: 17 impliziert 18 erfiillen (vgl. KiMBALL (1993), GOLLIER UND
PRATT (1996), EECKHOUDT ET AL. (1996)).

45Vgl. FELLER (1971): Die Laplace-Transformierte einer positiven Zufallsvariablen X ist durch ¢y (t) = E (e=¢¥) fiir
t € Ry gegeben; wir verwenden sie hier etwas allgemeiner fiir alle nach unten beschrankten Zufallsvariablen; ist ¢ die groite
untere Schranke von X, dann ist et -1y (t) eine Laplace-Transformierte im engeren Sinne. Statt vy (t) schreiben wir auch
Y (t), wenn F die Verteilungsfunktion von X ist.

46 ALMOS (1950), S. 148.

477m Beweis benéttigt man das folgende

Lemma Fiir ¢ gibt es drei Falle:

Lemma 9 °
[ ]
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Im Lichte des Lemmas in Fulnote 47 zeigt sich, dass die Voraussetzung (17) die Fille (ii) oder (iii)
dieses Lemmas impliziert, insbesondere also X und Y keine positiven Zufallsvariablen sein kénnen.

Drei Beispiele (siche auch PRATT UND ZECKHAUSER (1987), S. 148) fiir die Vielfalt der Nutzenfunk-
tionen von Typ (19):

Beispiel 3 Die durch

| 0 firalet<a
H(t) = { 1 sonst

fiir a € Ry gegebene (entartete) Verteilungsfunktion fihrt auf die exponentielle Nutzenfunktion ug(z) =
l—e @7
a

Beispiel 4 Das Maf der Gamma- Verteilung*®

ba

aH) = 5

to= ettt fira >0 (20)

fiihrt auf die Grenznutzenfunktion (fir x > 0):

b
Uy (z) = ) /ta—l cem @Oty (21)
0
Fiir die Nutzenfunktion gilt daher: upg(z) = fba [(1 + %)1_(1 — 1} . Die absolute Risikoaversion lautet

7is es liegen also die risikoaversen HARA-Funktionen mit nicht konstanter Risikoaversion vor.

Beispiel 5 Das Maf der Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b] fihrt zu folgender Grenznutzenfunktion

e—atT _ —bx b — a¥

uy (z) = G—a) -z ; G mﬂUV_ (22)

mit der Risikoaversion 817171

Wir teilen nun den folgenden von PRATT UND ZECKHAUSER (1987) bewiesenen Satz mit:

Proposition 17 (PRATT UND ZECKHAUSER (1987)) Alle vollstindig monotonen Nutzenfunktionen sind
eigentlich risikoavers.

Bemerkung Der Beweis beruht auf der Tatsache (FELLER (1971), S. 439), dass genau die Laplace-
Transformierten von Wahrscheinlichkeitsverteilungen die vollsténdig monotonen Funktionen sind.

Unbefriedigend ebenso an dem von KIHLSTROM ET AL. (1981) wie an dem von PRATT UND ZECK-
HAUSER (1987) vorgeschlagenen Ansatz ist einmal, dass die Klasse der zuléssigen Nutzenfunktionen einge-
schriankt wird, statt auf Bedingungen abzuheben, die nur das Verhéltnis der beteiligten Nutzenfunktionen
zueinander regeln. Zum anderen befriedigt die implizit unterstellte ordinale Messung von ,,mehr Risiko”
durch Hinzufiigen unabhéngiger Risiken nicht: Sie ist zu eng; bei PRATT UND ZECKHAUSER (1987) kommt
hinzu, dass ,,mehr Risiko” mit einer tendenziellen ,,Verbesserung” der Verteilung einhergeht. In beiden
Punkten ist der nachfolgend zu entwickelte Ansatz von Ross (1981) weiterfithrend.

(i) ¥x ist monoton fallend auf Ry, dann gilt 1 >y > 0.
(it) ¥ x ist monoton steigend auf Ry, dann gilt 1 < .
(i) Ft* > 0: ¢ x(t) <1 firt <t* und P x(t) monoton steigend fir t > t*

48Vgl. FELLER (1971), S. 430.
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4.3 Verschirfung des Risikoaversionsbegriffs

Ross (1981) hat im Wesentlichen dieselbe Fragestellung wie KIHLSTROM ET AL. (1981) im Auge, unter-
stellt aber E(Y | X)) = 0 anstelle der Unabhéngigkeit von X und Y. Die Diskussion der ,,Gegenbeispiele”
in Abschnitt 4.1 hat gezeigt, dass es darauf ankommt, wie die Relation von Grenznutzen und Risiko-
aversionskoeffizienten der beiden involvierten Nutzenfunktionen in verschiedenen Argumentpunkten
beschaffen ist. Ross (1981) fiihrt eine verschirfte Ordnungsrelation fiir Risikoaversion ein®, die diesem
Umstand Rechnung trégt:

Definition 15 Die Nutzenfunktion u ist R—risikoaverser (,Ross”-risikoaverser) als v, wenn fir die
bilokalen Risikoaversionen

R, (x,2) > Ry (x,2) fiir alle x,z € RY (23)
gilt.
Der folgende Satz ist trivial:
Proposition 18 Ist u R-risikoaverser als v, so ist u AP-risikoaverser als v.
Die néchste Aussage liefert ein Kriterium fiir die R-Risikoaversion:

Proposition 19 Seien u und v in Standard-Form gegeben. u ist R—risikoaverser als v genau dann, wenn
u AP-risikoaverser ist als v und v’ (x) <v”’(x)  fir alle x € Ry gilt.

Aus Proposition 19 folgt ein Korollar, das u und v in einer zu Proposition 5 analogen Weise verkniipft,
wenn v R-risikoaverser als v ist (beide in Standard-Form!):

Korollar Wenn u R-risikoaverser ist als v, dann gilt fir A(z) = u(x) — v(x):

A(z),A(z),A"(z) <0.

Ein weiteres Korollar zeigt, dass die Risikoaversionsordnung nach Ross (1981) in der Tat schiirfer als
die nach ARROW-PRATT ist.

Korollar Nutzenfunktionen mit konstanter absoluter Risikoaversion kinnen nicht in der Relation ,u ist
R-risikoaverser als v” stehen.

Beweis: Sei a > b und u/(x) = e7%, v'~%; dann gilt

I—ax 11—bx

U und v

U//(CE) _ ez {1 + é e(ba)a:}
a

b
— aqe %" { e(afb)a: o 1}
a

Die Relation v”(z) — v”(x) < 0 ist nicht fiir alle  zu halten, da a > b vorausgesetzt wurde und die
Exponentialfunktion nach oben nicht beschrankt ist. Q. e. d.

Die Schlussfolgerungen fiir das Versicherungs— und das Kapitalanlageproblem sind nun leicht abzulei-
ten.

49Genauer verlangt Ross (1981)
u'(x) u/(z)

o (z) T '(2)

fr alle z,z € Ry.
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Proposition 20 (Ross (1981)) Ist u R-risikoaverser als v, so gilt
(o + X,Y) > my(z0+ X,Y).
Beweis: Es ist nach dem ersten Korollar zu Proposition 18
u(z) = v(z) + Az)
mit A, A’, A” < 0. Es gilt
E(u(zg+ X —my(zo+ X,Y))) =E(u(zg + X +7Y))
=E{v(zo+ X +Y)} +E{A(zo + X +Y)}
Da A” <0, d.h. A konkav ist, gilt die Jensensche Ungleichung
E{A(zo + X +Y)|X} < A(E(xzo + X +Y]X))
= A(zo + E(X[X) + E(Y[X)) = A(2o + X)

und daher
E{A(xo+ X +Y)} =E{E{A(zo+ X + V)| X}} <E{A(z0 + X)}

Daher folgt
E(w(zo+ X +Y)) <E{v(zg+ X +Y)} + E(A(z¢ + X))
=E{v(zo+ X —7my(z0+ X,Y)} + E(A(zo + X))
Da A monoton fillt (A’ < 0), ist

Alxg+ X) < A(zg+ X — my(20 + X,Y)),

so dass
E(u(zo+ X +Y)) < E{v(zo+ X —my(z0+ X,Y))}
+E(A(zo + X — 7y (20 + X, Y))
= E{u(zo+ X —my(z0 + X,Y)}
und daher

E(u(zog + X — mu(zo + X,Y)) < E(u(zo + X — mp(z0 + X, Y))
gilt. Da w aber auch monoton steigt, fithrt die Annahme 7, > 7, zum Widerspruch, so dass m,(zo +
X,Y) > m,(x0 + X,Y) bewiesen ist. Q. e. d.
Betrachten wir noch das Kapitalanlageproblem in der Form von Unterabschnitt 4.2.2:

au(anwOXa T) = arg max {E{U(ZCO + X+ Wo - Ty + Oé(’r - Tf))}} )
«
wobei E(r | X)) = 0 unterstellt wird. Dann gilt
Proposition 21 Ist u R-risikoaverser als v, dann gilt
Oéu(l'o, U)O,X, T) < Oév(x(),?le,X, T) .

Beweis: Wir betrachten das Verhalten von

E{u(zo + X +wo -ry +a(r—rs))}
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im Optimum a,(xg, wo, X, ). Es gilt
B - (r =)} = B{o' - (r =)} + B{A - (r =)}
Fiir o = o, (o, wo, X, r) ist E{v" - (r — r¢)} = 0 nach Voraussetzung. Wir betrachten
E{A"(zo+ X +wo -1 +alr—rf)) (r—rf)|X}

Dieser Ausdruck ist fiir jede Realisation von X wegen E(r|X) = 0 genau so zu behandeln, wie im Beweis
von Proposition 6. Da A’ < 0 gilt und A’ monoton fallend ist, folgt E{A"- (r — )} < 0 und insgesamt
E{v(zo + X +wo -7y +a(r — 7))} <0 fir @ = a,(z, wo, X, r). Daher folgt o, < . Q. €. d.

Proposition 20 und Proposition 21 stellen die durch die Beispiele in 4.1 gestorte Intuition wieder
her: Bei hoherer R—Risikoaversion wird eine hohere Versicherungsprédmie bezahlt und ein geringeres Vo-
lumen riskanter Investitionen realisiert, wenn hoheres Risiko fiir Z gegeniiber X durch die Relation
E(Z|X) = X angezeigt wird. Auf die Formulierung und den Beweis von Sétzen, die das Verhalten der
Risikopriamien und der riskanten Investitionsvolumina in Abh#ngigkeit von der Anfangsausstattung bei
gegebener Nutzenfunktion beschrieben, kann verzichtet werden, da hier vollstdndig analog zu Unterab-
schnitt 3.3 vorzugehen ist.

Die vorstehenden Ausfithrungen haben deutlich gemacht, dass die Ordnungsrelation der R—Risikoaversion
und die Ordnungsrelation der Risikomessung vermége ,, Z riskanter als X, wenn E(Z|X) = 07 in gewissem
Sinne zueinander passen und zu intuitiv plausiblen Erkldrungsansétzen fiir gewisse Verhaltensformen in
Entscheidungssituationen bei Risiko fithren. Bisher nicht diskutiert wurde die Frage, ob diese Art der
ordinalen Risikomessung im Rahmen der Theorie von E-N-Entscheidern {iberhaupt adédquat ist. Dieser
Frage soll im Folgenden nachgegangen werden.

5 Risikomessung und Risikoaversion

Die statistische Literatur ebenso wie die 6konomische Literatur®® haben eine Fiille von Vorschligen fiir
die Messung von Risiko bzw. Variabilitat von Zufallsgrofen hervorgebracht. Hier soll eine Beschrankung
auf einige meistgenannte erfolgen.

Notation 1 Zur Abkiirzung fihren wir die Symbolik
Z RX

fiir den Sachverhalt ein, dass Z gemiB der Relation R riskanter als X ist (X also c.p. vorzuziehen ist);
durch Indizieren des Relationssymbols R deuten wir das gerade gemeinte speziellen Risikovergleichsver-

fahren an. Die Hauptvorschiige lassen sich wie folgt auffithren (wir gehen durchweg von der Situation
E(X) = E(Z) aus):5152

Fall 1 (Varianz)
Z Ry X <= var(Z) > var(X) (24)

50In die skonomische Literatur sind die Grundziige dieses Abschnitts durch den zweiteiligen Aufsatz von ROTHSCHILD
UND STIGLITZ (1971) eingefithrt worden. Wesentliche Elemente waren allerdings schon vorher in anderem Zusammenhang
bekannt (vgl. dazu MOSLER (1982)).

51Das heute in der Praxis dominante Risikokonzept des Value at Risk (VaR) folgt einer anderen Philosophie der Ri-
sikomessung; im Vordergrund steht der Wunsch nach einer Skala, auf die man riskante (Vermégens-)Positionen abbilden
kann, um eine Grenze zwischen ,,vertretbaren” und nicht mehr , vertretbaren” Risiken ziehen zu kénnen. Haufig steht dieser
Wunsch in Zusammenhang mit aufsichtsrechtlichen Interessen der Begrenzung von Risiken; vgl. DOwD UND BLAKE (2006).
Entscheidungstheoretisch ist der VaR nicht verankert, vielmehr kann er der Klasse der Quantil-basierten Konzepte (vgl.
WIRCH UND HARDY (1999)), deren in diesem Zusammenhang wenig beachtete Vorginger das Konzept der oben in Abschnitt
2.2 schon eingefiihrten und erléduterten , bestandsékonomischen Darstellung” WOLFGANG STUTZELS (vgl. BITz ET AL. (2001))
und das des Risikohorizontes HANS-JACOB KRUMMELS (KRUMMEL (1966)) sind.

52Die neuere, durch das Aufkommen und die Popularitit des VaR angeregte Literatur zur Risikomessung hat das Konzept
der ,kohdrenten RisikomafBe” entwickelt (ARTZNER ET AL. (1999)), auf der Basis dessen der VaR kritisch gesehen wird,
das aber in der risikotheoretischen Sichtweise (Abgrenzung hinnehmbarer versus nicht mehr hinnehmbarer Risiken von
Vermégenseinzelpositionen) der Idee des VaR folgt (ACERBI (2002)); zudem verzichten diese Konzepte auf eine konsistente
Einbindung in das gesamte Entscheidunsgverhalten von Individuen in Risikosituationen.
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Fall 2 (Stochastische Dominanz (zweiter Ordnung)) 53

ZRpX /F;(g)-dgg/F;;(g)-dg fiir alle z € R, (25)

Fall 3 (Zusitzliches ,Rauschen’)
ZRrX <= E(Z|X)=X (26)
Fall 4 (Einmiitige Ablehnung durch risikoaverse E-N—Entscheider)

Z Ry X < E(u(Z2)) <E(u(X)) fir alle (monoton steigenden) (27)

Nutzenfunktionen von risikoaversen E-N-Entscheidern

Einer Erlduterung bedarf wohl nur die Relation Rp in (25) ist weniger plausibel als die drei iibrigen
Varianten; sie ist auch eher als ein rein technisches Resultét zu verstehen, sie ist ndmlich zum Fall 4
dquivalent, was man sofort aus (2) durch Spezifikation von u' herleiten kann. Wir formulieren hierzu
einige Propositionen:

Proposition 22 Unter gewissen Regularititsbedingungen (insbesondere Beschrinktheit der Zufallsgrofien)
ist Rp mit Ry dquivalent.

Proposition 23 Notwendig fir Z Ry X ist, dass fir die Laplace—Transformierten 1 ,(t) und ¥ x (t) gilt:

Y, (t) >y (t) fiir alle t € Ry

Bemerkung 3 °*: Natiirlich impliziert v, > ¥y auch E(ug(Z)) < E(ug (X)) fir alle Nutzenfunk-

00 1=t

tionen der Gestalt ug = |, ——dH (t). Insofern ist die durch diese Bedingung erfasste Klasse von
Nutzenfunktionen wesentlich grofier als die der exponentiellen Nutzenfunktionen.

Beweis: Fiir ¢t > 0 ist u(x) = 1_51.: eine konkave und monoton steigende Funktion in = und es gilt

L2020 pu(ay).

Da Z Ry X gilt, muss E(u(Z2)) < E(u(X)) fiir alle zuléssigen Funktionen u gelten, also insbesondere (fiir

alle t > 0): s s
E(l—e )S_E(l—e )
t t

d.h.v,(t) >vx(t). Q. e d.
Dann folgt aber auch

Korollar Notwendig dafiir, dass stochastische Dominanz vorliegt, ist die entsprechende Funktionen-
Dominanz der Laplace-Transformierten der Verteilungen.

Es besteht wohl kein Zweifel, dass auf der Grundlage der Theorie der E-N—Entscheider nur die Relation
Ry als addquate Rekonstruktion der Vorstellung von ,,groflerem Risiko” in Betracht kommt (auf Rp kann
man dann, wo es bequem erscheint, als dquivalent zuriickgreifen): Hat man sich einmal fiir ein Konzept
von Risikoaversion entschieden, so sollte mehr Risiko dann vorliegen, wenn jeder risikoaverse Entscheider
sich dagegen ausspricht. Dann aber stellt sich die Frage, welches Konzept von ordinaler Messung von

53Zur stochastischen Dominanz vgl. WHITMORE UND FINDLAY (1978). Die stochastische Dominanz erster Ordnung kann
als Dominanz in einem Vektormaximumproblem mit unendlich vielen Zielen (,maximiere” fiir jedes x die Wahrschein-
lichkeit, mehr als x zur erreichen) interpretiert werden. Daher kann, in der Sprache der ,Erwartungsstruktur” bzw. be-
standsokonomischen Darstellung STUTZELS, die stochastische Dominanz erster Ordnung dadurch charakterisiert werden,
dass die Erwartungsstruktur der dominanten Zufallsvariablen stets diber der der dominierten Zufallsvariablen liegt. Die
stochastische Dominanz zweiter Ordnung lisst sich bei reinen Risiken ebfalls sehr schon an der Erwartungsstruktur ablesen:
Die riskantere Erwartungsstruktur liegt fiir kleine Wahrscheinlichkeiten stets iiber und ab einer bestimmten Grenzwahr-
schinlichkeit stets unter der weniger riskanten.

54Vgl. auch MOSLER (1982)
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Risikoaversion zu diesem Konzept von Risiko ,,passt”.?® Die folgenden Sitze geben dariiber eine partielle
Auskunft.

Vor dem Hintergrund der Ergebnisse von Unterabschnitt 4.2.2 wére ein klarer Zusammenhang zwi-
schen Ry und Rp wiinschenswert. Dieser Zusammenhang ist in der einen Richtung leicht zu beweisen:

Proposition 24 Falls Z Rr X gilt, so gilt Z Ry X.

Beweis: Der Beweis ist eine Anwendung der Jensen’schen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen: Weil
E(Z]X) = X gilt, ist mit

E(u(2)) = E{E{u(2)| X}} < E{u(E(Z| X))} = E(u(X))

der Beweis bereits gefiihrt Q. e. d.
In der anderen Richtung ist die Sachlage deutlich komplizierter; gleichwohl gilt der folgende Satz,
einen vollstédndigen Beweis kénnen wir hier nicht vorlegen.

Proposition 25 °6: Falls Z Ry X gilt, gibt es eine Zufallsvariable Y, so dass Z und X +Y dieselbe
Verteilung besitzen und E(Y | X) = 0 gilt.

Beweis: Der Hauptteil der Behauptung resultiert aus der Tatsache, dass Y existiert mit E(Y | X) < 0
(siehe fiir entsprechende Literaturangaben MOSLER (1982), S. 111 ff.). Die Eigenschaft E(Y' | X) = 0 folgt
dann aus E(Z) = E(X) (d.h. E(Y) =0) und aus E(Y) = E{E(Y | X)}. Q. e. d.

Bemerkung 4 Die Anwendung von Proposition 22 sollte mit Vorsicht geschehen: Gerechtfertigt sind
nur Aussagen, die allein auf der Identitit der Verteilung von Z und X +Y beruhen; die Zufallsvariablen
Z und X +Y miissen keineswegs tibereinstimmen. Das wird besonders dann zu beachten sein, wenn im
Problemzusammenhang, tiber X und Z hinaus, noch weitere unsichere Griflen eine Rolle spielen (z. B.
in Portfolio—Problemen).

Man kann daher zusammenfassen. Im Wesentlichen besteht eine Aquivalenz zwischen stochastischer
Dominanz zweiter Ordnung (Rp), dem Konzept zusétzlichen Rauschens (Rp), das bei Ross (1981) die
zentrale Rolle spielt, und dem Konzept der einmiitigen Ablehnung durch risikoaverse E-N—FEntscheider.
Akzeptiert man die Theorie des Erwartungsnutzens, so rechtfertigt das letztere Konzept die durch Ross
vorgenommene Verschéirfung der ordinalen Risikoaversionsmessung. Umgekehrt rechtfertigt dieses durch
die Konformitét seiner Voraussagen mit vorwissenschaftlich erwarteten Zusammenhéngen das dargestellte
Risikokonzept.

AbschlieBend sei kurz auf das (vor allem in der Finanzwirtschaft) nach wie vor populidre Konzept der
Risikomessung durch die Varianz eingegangen. Aus Z Rr X (und damit aus Z Rp X und Z Ry X) folgt
sofort

var(Z) = var(X +Z7Z - X)

= var(Z) =var(X) 4+ var(Z — X) > var(X) .

Also wird Z Ry X von den drei iibrigen (untereinander im Wesentlichen &quivalenten) Konzepten
impliziert. Die Umkehrung ist aber keineswegs richtig; um das zu zeigen, beweisen wir zunéchst eine
einfache Bedingung fiir das Vorliegen der Relation Ry (und damit von Rp). Diese Bedingung, die auch
flir sich genommen ein interessantes und niitzliches Resultat ist, wird dann fiir die Konstruktion eines
Gegenbeispiels benutzt.

Das folgende Beispiel belegt nun, dass die Beziehung Z Ry X (d.h. E(Z) = E(X) und var(Z) >
var(X)) keineswegs Z Ry X nach sich zieht®7.

Beispiel 6 Zur Konstruktion des Beispiels greifen wir auf Proposition 25 zuriick: Wir greifen auf die
Laplace-Transformierte der Gleichverteilung zwischen [a,b] gemdfs (22)zuriick

e—at —bt

velt) = G = 0 et

v=1

55 Auf den ,,dualen” Zusammenhang zwischen Risikoaversion und Risikogehalt weist auch Ross (2004) hin.

56Der Satz geht zuriick auf STRASSEN (1965).

57Dem sachkundigen Leser ist diese Tatsache bekannt, da die Varianzdominanz bei Zuldssigkeit aller Verteilungsformen
nur mit der quadratischen Nutzenfunktion vertriiglich ist; vgl. SCHNEEWEISS (1967), S. 96.
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2
mit dem Erwartungswert aTerund der Varianz (bzg ) ; die Laplace-Transformierte der Gamma—Verteilung

ist durch (21) zu

Yr(t) = %

(1+4)
mit Erwartungswert %und Varianz %gegeben. Wir wéihlen nun Z als Gamma-verteilt und X als gleichver-
teilt derart, dass die Erwartungswerte E(X) und E(Z) sowie die Varianzen var(X) und var(Z) ibereinstimmen.
Wiahlt man etwa o = 3 und f = 2, dann ergeben sich a = 0 und b = 3. Obwohl die Erwartungswerte
und Varianzen tbereinstimmen, liegt die Laplace-Transformierte der Gleichverteilung stets iber der der
Gamma-Verteilung, die Gamma-Verteilung wird also von allen Entscheidungstrdgern mit konstanter ab-
soluter Risikoaversion vorgezogen. Variiert man a — a + 0.11 und b — b — 0.11, so schneiden sich
die beiden Kurven bei einer Risikoaversion von etwa 40. Vor diesem Schnittpunkt wird die Gamma-,
nach diesem Schnittpunkt die Gleichverteilung vorgezogen. Das zeigt, dass trotz der Varianzverhdltnisse
(0.75 = var(Z) > var(X) = 0.644) keine Dominanz im Sinne von Ry vorliegen kann, da die Laplace-
Transformierte von Z fiir gewisse t grofler, fir andere t kleiner als die Laplace—Transformierte von X
ist; das widerspricht jedoch der Proposition 23.

6 Zusammenfassung

Die vorstehenden Ausfithrungen kénnen wie folgt thesenartig zusammengefasst werden:

a. Das konzeptionelle Problem der (ordinalen) Messung von Risiko und das der (ordinalen) Messung
von Risikoaversion sind interdependent.

b. Die Implikationen der ARROW/PRATT-Theorie der Risikoaversion entsprechen der Intuition nur
bei der Wahl zwischen Risiko und Nicht—Risiko.

c. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Risikoaversionsmessung und Risikomessung so zu konzipie-
ren, dass intuitiv plausible Folgerungen iiber den Zusammenhang zwischen beiden moglich sind.
Bisher vorgeschlagene Varianten (KIHLSTROM ET AL. (1981) und Ross (1981) fufien auf der AR-
ROW /PRATT-Theorie.

d. Stellt man an das Risikomessungskonzept die im Rahmen des Erwartungsnutzenkonzepts nahe-
liegende Anforderung, dass ,,mehr Risiko” dadurch zu charakterisieren sei, dass alle risikoaversen
Entscheider gegen dieses Mehr an Risiko Stellung beziehen, so stellt sich der Ansatz von ROSS zur
ordinalen Messung von Risikoaversion als der nach dem Stand der Diskussion adidquate heraus.
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